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Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñëîâèé íåîòðèöàòåëüíîñòè è åäèí-

ñòâåííîñòè àëüòåðíàòèâíîé ñòîèìîñòè êàïèòàëà è öåí â ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ

ìîäåëÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-

ñòè íåîòðèöàòåëüíîé àëüòåðíàòèâíîé ñòîèìîñòè êàïèòàëà â ðàññìîòðåííûõ ìîäå-

ëÿõ ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ îáðàòèìîñòü ìàòðèöû òåõíîëîãè÷åñêèõ êîýôôèöè-

åíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëóîòðèöàòåëüíîñòü
1
 ìàòðèöû òåõíîëîãè÷åñêèõ êîýôôè-

öèåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà è ïðèñóòñòâèå â ñîñòàâå êàïèòàëüíûõ çàïàñîâ õîòÿ áû

äëÿ îäíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ñîáñòâåííîé ïðîäóêöèè ýòîãî ïðîöåññà.

Ìîäåëè ðàñøèðÿþùåéñÿ ýêîíîìèêè ôîí Íåéìàíà â ñîñòîÿíèè ìàêñè-

ìàëüíîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîñòà è ðîäñòâåííîé åé ìîäåëè íåðàâíîìåðíî ðàñ-

øèðÿþùåéñÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû [5] ïðèñóùà ñèñòåìà ôèíàíñîâûõ áàëàíñîâ,

ïðåäñòàâèìûõ â ôîðìå

(A + rD)
Tp = 0 . (1)

Çäåñü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ òåõíîëîãè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû

ïåðâîãî ïîðÿäêà, îçíà÷àþùèå ïðÿìûå çàòðàòû (îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû) èëè

÷èñòûå âûïóñêè (ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû) îãðàíè÷åííûõ áëàã â èñïîëüçóåìûõ

òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. D � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ òåõíîëîãè÷å-

ñêèå êîýôôèöèåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà � íîðìû çàïàñà îãðàíè÷åííûõ áëàã íà åäè-
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 Ïîä ïîëóïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöåé ïîíèìàåòñÿ ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû

êîòîðîé íåîòðèöàòåëüíû è õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëåí. Ïîëóïîëîæèòåëüíûå âåê-

òîðû îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîëóîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà � ìàòðèöà, ïîëó-

÷àåìàÿ èç ïîëóïîëîæèòåëüíîé óìíîæåíèåì å¸ íà �1. Íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìàÿ

ìàòðèöà � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ îáðàùåíèåì ïîëóïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöû. Ïî-

íÿòèå íåîòðèöàòåëüíîé îáðàòèìîñòè è ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìûõ ìàò-

ðèö îáñóæäàþòñÿ â [4], ñòð. 131�135.
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íèöó èíòåíñèâíîñòè êàæäîãî èñïîëüçóåìîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà. Âñå å¸

ýëåìåíòû îòðèöàòåëüíû
2
. Ýëåìåíòû ïîëóïîëîæèòåëüíîãî âåêòîðà p ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé öåíû áëàã. Âåëè÷èíà r ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ôèíàíñîâîé ðåíòàáåëüíîñòè òåõíî-

ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ñèñòåìà (1) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ r, ïðè

êîòîðûõ (A+rD) âûðîæäåíà. ×òîáû r ìîæíî áûëî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê àëüòåð-

íàòèâíóþ ñòîèìîñòü êàïèòàëà, ýòà âåëè÷èíà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé è åäèí-

ñòâåííîé, ïðè êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïîëóïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) îòíî-

ñèòåëüíî p. Î÷åâèäíî, ýòî òðåáîâàíèå ïðåäïîëàãàåò ñîîòâåòñòâèå ìàòðèö A è D

íåêîòîðûì óñëîâèÿì, êîòîðûå íàì è ïðåäñòîèò âûÿñíèòü. Îãðàíè÷èìñÿ óñòàíîâ-

ëåíèåì äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, âûïîëíÿþùèõñÿ äëÿ ëþáîé ïðîäóêòèâíîé ýêîíîìè-

÷åñêîé ñèñòåìû.

Ñåìåéñòâî ìàòðèö (A+rD), ãäå A íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, D ïîëóîòðè-

öàòåëüíà, à r íåîòðèöàòåëüíî, îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, ïåðå÷èñëåííûõ íèæå.

Ïóñòü ïîðÿäîê îáåèõ ìàòðèö ðàâåí n. Ââåä¸ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: c � íåêî-

òîðûé ïîëóïîëîæèòåëüíûé âåêòîð; 0 � íóëåâîé âåêòîð;  r, r1, r2 � íåîòðèöàòåëü-

íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà; r0 � íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ det(A+rD) = 0;

bj � j-é ñòîëáåö ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû B; ij � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç íóëåé,

êðîìå åäèíèöû â ïîçèöèè j (ò.å. j-é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû I); f(r) îáîçíà÷à-
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 Â ìîäåëè ôîí Íåéìàíà òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ j îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò-

ñÿ â ôîðìå ïàðû âåêòîðîâ (aj, bj), çàäàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå xjaj → xjbj ïðè èí-

òåíñèâíîñòè ïðîöåññà, ðàâíîé xj, ïîýòîìó ñèìâîëàìè A è B îáû÷íî îáîçíà÷àþò

ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå ñîîòâåòñòâåííî èç ñòîëáöîâ aj è bj äëÿ âñåõ j. Â ýòîì ñëó-

÷àå ìàòðèöà òåõíîëîãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà âû÷èñëÿåòñÿ êàê

B � A, à âòîðîãî � êàê �B.
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åò ôóíêöèþ âèäà |det(A+rD)| îò r, îïðåäåë¸ííóþ íà âñåõ r, ïðè êîòîðûõ ìàòðèöà

(A+rD) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, è òîëüêî íà íèõ.

Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè (A + rD) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, òî (A + r1D) íåîòðèöàòåëüíî

îáðàòèìà ïðè ëþáîì r1  r, ïðè÷¸ì çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ (A + r1D)�1

îêàæóòñÿ íå ìåíåå çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ A�1
 è íå áîëåå

çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ (A + rD)�1.

2. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìàÿ A1 ïîëó÷åíà èç A ïóò¸ì âû÷èòàíèÿ

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà èç íåêîòîðîãî å¸ ýëåìåíòà. Òîãäà èç A1x1 = c è

Ax = c ñëåäóåò x1  x.

3. Åñëè f(r) ïîñòîÿííà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî r, òî îíà îïðåäåëåíà è ïî-

ñòîÿííà ïðè r ∈  [0; +∞], ïðè÷¸ì â dj = Ax  xj = 0, ãäå xj � j-é ýëåìåíò

âåêòîðà x (j=1¾n).

4. Åñëè f(r) íå ïîñòîÿííà, òî (à) ñóùåñòâóåò çàìûêàíèå îáëàñòè å¸ îïðåäå-
ëåíèÿ [0; r0]; (á) f(r) íå îïðåäåëåíà â r0; (â) lim

r→r0
 f(r) = 0.

5. Ïóñòü [0; r0[ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé f(r),

x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (A+rD)x = ii. Òîãäà: (à) åñëè ïðè íåêîòîðîì íå-

íóëåâîì r* âåêòîð x ñîäåðæèò íóëåâîé ýëåìåíò, òî ýòîò ýëåìåíò îñòà¸ò-

ñÿ íóëåâûì íåçàâèñèìî îò r; (á) ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò âåêòîðà x ñòðå-

ìèòñÿ ê +∞ ïðè r→r0.

6. Åñëè [0; r0[ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé f(r),

à rang(A+r1D) = n�1, òî óðàâíåíèå (A+r0D)y = 0 èìååò ðåøåíèÿ, ïðè-

÷¸ì âñå óäîâëåòâîðÿþùèå åìó y ïîëóîòðèöàòåëüíû ëèáî ïîëóïîëîæè-

òåëüíû.

Óòâåðæäåíèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè r → r0 (r < r0) èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññîâ,

îáåñïå÷èâàþùèå åäèíè÷íûé ÷èñòûé âûïóñê îïðåäåë¸ííîãî áëàãà, íå óáûâàþò, íî

ìîãóò ðàñòè. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò ïðè íåèçìåííîì
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r < r0 è óáûâàíèè õîòÿ áû îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ òåõíîëîãè÷åñêèõ ìàòðèö ïåð-

âîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêîâ.

Óòâåðæäåíèå 3 îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ñèòóàöèè, ïðè êîòîðîé ïîëóïîëîæè-

òåëüíûé âåêòîð öåí ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì íåîòðèöàòåëüíîì r. Ðàâåíñòâî xj = 0 â

dj = Ax, íåïðåìåííî âûïîëíÿþùååñÿ â ýòîì ñëó÷àå, îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

ñïîñîá âûïóñòèòü êàïèòàëüíûé çàïàñ äëÿ ëþáîãî j-ãî ïðîöåññà áåç ó÷àñòèÿ ñàìî-

ãî j-ãî ïðîöåññà. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íè îäèí ïðîöåññ íå äîïóñêà-

åò â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûõ çàòðàò âûïóñêàåìîé èì ïðîäóêöèè íà öåëè ïðèðîñòà

ñâîèõ êàïèòàëüíûõ çàïàñîâ. Äëÿ ðåàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ýòî óñëîâèå íå

ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ (ïðèìåð � ïðîèçâîäñòâî ñòðîèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ). Ñëåäî-

âàòåëüíî, â ìîäåëÿõ ðàñøèðÿþùåéñÿ ýêîíîìèêè, ïðåòåíäóþùèõ íà îïèñàíèå ðå-

àëüíîé ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, âñåãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïðîöåññ, èñïîëü-

çóþùèé ñîáñòâåííûé ïðîäóêò íà ôîðìèðîâàíèå ñîáñòâåííûõ êàïèòàëüíûõ çàïà-

ñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü íåîòðèöàòåëüíîé îáðàòèìîñòè (A+rD), êàê ñëåäóåò èç

óòâåðæäåíèÿ 4, çàâåäîìî êîíå÷íà.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4, åñëè f(r) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, ò.å. åñëè íå

ñóùåñòâóåò ñïîñîáà âûïóñòèòü êàïèòàëüíûé çàïàñ äëÿ íåêîòîðîãî ïðîöåññà áåç

åãî ñîáñòâåííîãî ó÷àñòèÿ, àëüòåðíàòèâíàÿ ñòîèìîñòü êàïèòàëà ñóùåñòâóåò è ðàâ-

íà r0, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(r), îòëè÷íîé

îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà âñåãäà ðàâíà íàèìåíüøåìó ïîëîæèòåëüíîìó çíà÷å-

íèþ íîðìû ôèíàíñîâîé ðåíòàáåëüíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðè êîòîðîì

äîñòèæèìà ôèíàíñîâàÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòü.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 5 èíòåíñèâíîñòè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ, îáåñïå÷èâàþùèå çàäàííûé ÷èñòûé âûïóñê, íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò ïðè r → r0

(êðîìå ðàâíûõ íóëþ). Èç óòâåðæäåíèÿ 6 ÿâñòâóåò, ÷òî ïðè r0 ñóùåñòâóåò ïîëóïî-

ëîæèòåëüíûé âåêòîð ñòîèìîñòåé áëàã, îáåñïå÷èâàþùèõ ôèíàíñîâîå ðàâíîâåñèå â
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íåðàâíîìåðíî ðàñøèðÿþùåéñÿ ýêîíîìèêå. Ñâîéñòâà, ïðèñóùèå ñòîèìîñòÿì â

ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîäðîáíî èçó÷åíû â [5].
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1997. � Ñ. 311-317.

Ïðèëîæåíèå

Ñâîéñòâà ìàòðèö (A+rD)

Öåëü íèæåñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ � ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ ôîðìàëüíûì

àïïàðàòîì, ëåæàùèì â îñíîâå âûâîäîâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå, è ñ íåêîòîðû-



7

ìè çàñëóæèâàþùèìè âíèìàíèÿ ñâîéñòâàìè ìàòðèö (A+rD), ýêîíîìè÷åñêàÿ èí-

òåðïðåòàöèÿ êîòîðûõ î÷åâèäíà. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ïðèâåä¸ííûå íèæå, îïè-

ðàþòñÿ òîëüêî íà ìàòåðèàë êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ

âóçîâ. Æåëàþùèì áîëåå ïîäðîáíî îçíàêîìèòüñÿ ñî ñâîéñòâàìè íåîòðèöàòåëüíî

îáðàòèìûõ ìàòðèö ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ðàáîòû [1, 2, 3].

Óòâåðæäåíèÿ 1¾6 äîêàçàíû â êà÷åñòâå ñëåäóþùèõ òåîðåì è èõ ñëåäñòâèé.

Óòâåðæäåíèå 1 � ñëåäñòâèå 1 òåîðåìû 3.

Óòâåðæäåíèå 2 � ñëåäñòâèå 3 òåîðåìû 3.

Óòâåðæäåíèå 3 � òåîðåìà 5 è ëåììà ê òåîðåìå 5.

Óòâåðæäåíèå 4 � òåîðåìà 6.

Óòâåðæäåíèå 5 � òåîðåìà 7.

Óòâåðæäåíèå 6 � òåîðåìà 8.

Íèæå â äîïîëíåíèå ê ðàíåå ââåä¸ííûì îáîçíà÷åíèÿì èñïîëüçóþòñÿ ñëå-

äóþùèå: Bj
 � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ çàìåíîé â B âñåõ ñòîëáöîâ, êðîìå j-ãî, íà

íóëåâûå; A(k) = A+r ∑
j=1

k
 Dj (A(0) = A); x(k) � êîðåíü óðàâíåíèÿ A(k) x(k) = c;

λ(k, m) � m-é êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû Dk
 ïî ñòîëáöàì

ìàòðèöû A(k�1); Bij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà bij ìàòðèöû B. Çà-

ïèñü V → Y îáîçíà÷àåò, ÷òî (à) ðàçìåðíîñòè ìàòðèö V è Y îäèíàêîâû;

(á) det V ≠ 0 è (â) äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ vij ìàòðèöû V âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|vij � zij|  ε, ε > 0, ε → 0.

Ò å î ð å ì à  1 . Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-

êà n × n, wij � ýëåìåíò i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû W = V�1, ìàòðèöà Y

ïîðÿäêà n × n èìååò ðàíã n � 1, âåêòîð p* � ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñ-

òåìû óðàâíåíèé Yp = 0, pi � ýëåìåíò i-é ñòðîêè âåêòîðà p. Òîãäà åñëè j-ÿ ñòðîêà
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ìàòðèöû V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ êàêèõ-ëèáî äðóãèõ

ñòðîê V, òî lim
V→Y

 wj = cp*.

Ë å ì ì à  1. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Y = (yij) ïîðÿäêà n × n, ëþáîãî å¸ ìèíî-

ðà ïîðÿäêà (n�1) × (n�1) è ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñò-

âóåò òàêàÿ n × n-ìàòðèöà V = (vij), ÷òî (à) äëÿ âñåõ å¸ ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ óñ-

ëîâèå |vij�yij|  ε, (á) det(V) ≠ 0, (â) ìèíîð Mv ìàòðèöû V, ñîîòâåòñòâóþùèé âû-

áðàííîìó ìèíîðó My ìàòðèöû Y (ò.å. ñîñòàâëåííûé èç ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ òåìè

æå íîìåðàìè, ÷òî è My), íå ðàâåí íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà âñå ýëåìåíòû

ãëàâíîé äèàãîíàëè ìèíîðà My ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû

Y.

Ïóñòü ìàòðèöà V îáðàçîâàíà ïî ïðàâèëó Y�εI. Òåì ñàìûì îíà ñîîòâåòñò-

âóåò óñëîâèþ (à). Çàìåòèâ, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû εI ðàâíû ε,

ïðåäñòàâèì ìàòðèöó V â âèäå äâó÷ëåíà �εY0+Y1 è ïðèìåíèì ôîðìóëó ñîáñòâåí-

íîãî çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà:

λ(V) = �ελ(Y0) + λ(Y1) = �ε + λ(Y)

(çäåñü λ(X) � íåêîòîðîå (ëþáîå) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû X). Àíàëîãè÷íî

äëÿ ìèíîðîâ:

λ(Mv) = �ελ(My
0 ) + λ(My

1 ) = �ε + λ(Y).

Åñëè ε ìåíüøå íàèìåíüøåãî èç ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàò-

ðèöû Y è å¸ ìèíîðà My òî â ÷èñëå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû V è ìèíîðà

Mv íå áóäåò íè îäíîãî íóëåâîãî, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (á) è (â).

Åñëè íè Y, íè My íå èìåþò ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî ìàòðèöû V

è Mv íå âûðîæäåíû ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì ε.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíîð My â ìàòðèöå Y âûáðàí ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì. Ïîëîæèì, â ìèíîð íå âîøëè i-ÿ ñòðîêà è j-é ñòîëáåö. Ðàññìîòðèì ìàò-

ðèöó Y', ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû Y ïóò¸ì âçàèìîçàìåíû i-é è j-é ñòðîê. Âûáåðåì



9

â íåé ìèíîð M 'y òàêèì îáðàçîì, ÷òî â íåãî íå âõîäÿò j-å ñòîëáåö è ñòðîêà. Ýëå-

ìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ýòîãî ìèíîðà áóäóò ïðèíàäëåæàòü ãëàâíîé äèàãîíàëè

ìàòðèöû Y'. Îïðåäåëèòåëè Y' è M 'y îòëè÷àþòñÿ îò îïðåäåëèòåëåé Y è My ðàçâå

÷òî çíàêîì, ïîñêîëüêó ïîëó÷åíû èç íèõ ïóò¸ì ïåðåñòàíîâêè ñòðîê, à äëÿ Y' è M 'y

òåîðåìà óæå äîêàçàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Y è ñêîëü óãîäíî ìà-

ëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà V, îòâå÷àþùàÿ óñëîâèÿì (à), (á)

è (â).

Ë å ì ì à  2. Ïóñòü Yk � ìàòðèöà ïîðÿäêà (n�1) × n, èìåþùàÿ ðàíã n�1,

ïîëó÷åííàÿ âû÷¸ðêèâàíèåì k-é ñòðîêè èç ïðîèçâîëüíîé n × n�ìàòðèöû Y; Vk �

ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ âû÷¸ðêèâàíèåì òîé æå ñòðîêè èç V → Y; q* � íåòðèâèàëü-

íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Vkq = 0; p* � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ykp = 0. Òîãäà lim
V→Y

 q* = cp*, ãäå c � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (c ≠ 0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Âûáåðåì â Yk áàçèñíûé ìèíîð My. Ñîîòâåòñòâó-

þùèé ìèíîð ìàòðèöû Vk îáîçíà÷èì Mv. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 ìàòðèöà V

ìîæåò áûòü âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî det Mv ≠ 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç yf ñòîëáåö

ìàòðèöû Yk, íå âîøåäøèé â áàçèñíûé ìèíîð è èìåþùèé íîìåð f; ÷åðåç vf � ñî-

îòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö ìàòðèöû Vk.

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ykp = 0 ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ

Mypf* = �pf yf , à Vkq = 0 � èç Mvqf* = �qf vf , ãäå pf* � âåêòîð, ïîëó÷åííûé

èç p* ïóò¸ì âû÷¸ðêèâàíèÿ f-ãî ýëåìåíòà, pf � f-é ýëåìåíò âåêòîðà p*, qf* � âåê-

òîð, ïîëó÷åííûé èç q* ïóò¸ì âû÷¸ðêèâàíèÿ f-ãî ýëåìåíòà, qf � f-é ýëåìåíò âåê-

òîðà q*. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ pf è qf ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, ëèøü áû

îíè íå áûëè ðàâíû íóëþ.

Çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ pi âåêòîðà p* è ýëåìåíòîâ qi âåêòîðà q* äëÿ ëþáîãî

i = 1¾n�1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå Êðàìåðà:

qi = (Mv)i / Mv ,

pi = (pn/qn) × [(My)i / My] ,
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ãäå (Mv)i � îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé èç Mv ïóò¸ì çàìåíû åãî i-ãî ñòîëáöà íà

ñòîëáåö �qf vf, (My)i � îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé èç My ïóò¸ì çàìåíû åãî i-ãî

ñòîëáöà íà ñòîëáåö �pf yf.

Çàìåòèâ, ÷òî lim
V→Y

 (Mv)i = (My)i, ïîñêîëüêó lim
V→Y

 Mv = My è lim
V→Y

 vn = yn,

ïîëó÷àåì lim
V→Y

 qi = (qn/pn)pi . Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
 V→Y

 q* = (qn/pn) p* = cp*.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î  ò å î ð å ì û . Â ìàòðèöå W j-é ñòîëáåö ìîæåò áûòü

îïðåäåë¸í êàê wj = W ij . Îòñþäà Vwj = ij. Âû÷åðêíóâ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è

óðàâíåíèÿ Yp = 0 j-å ñòðîêè è îòîæäåñòâèâ wij ñ qi, ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ, ðàññìîò-

ðåííîìó â ëåììå (2), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì  lim
V→Y

 wj = cp*. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 íå èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîé

îáðàòèìîñòè è ïîëóîòðèöàòåëüíîñòè ìàòðèö. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå îá-

ùèé ðåçóëüòàò, õàðàêòåðèçóþùèé ñâîéñòâà ìîäåëè íåðàâíîìåðíî ðàñøèðÿþùåé-

ñÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû â ñàìîì îáùåì âèäå. Â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå ýòîò ðå-

çóëüòàò ïðåäñòàâëåí â [5]. Çäåñü îí ïðèâåä¸í â ôîðìå, íåîáõîäèìîé äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 8. Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òåîðåìû 1 ïðèìåíèòåëüíî ê

ìîäåëè íåðàâíîìåðíî ðàñøèðÿþùåéñÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû äàíà â [5]. Ýòà

òåîðåìà äîïóñêàåò èíòåðïðåòàöèþ è â äðóãèõ ìèêðîýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ [6, 7].

Ò å î ð åìà  2 .  (à) Â ñîîòíîøåíèè Ax = c âåêòîð x ïîëóïîëîæèòåëåí ïðè

ëþáîì c. (á) Åñëè â Bx = c âåêòîð x ïîëóïîëîæèòåëåí ïðè ëþáîì c, òî B íåîòðè-

öàòåëüíî îáðàòèìà.

Ä î êà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  x = A�1c, ïðè÷¸ì îáà ìíîæèòåëÿ ïîëóïîëîæèòåëüíû

è x ≠ 0, ïîñêîëüêó èíîå ïðè det(A�1) ≠ 0 îçíà÷àëî áû, ÷òî c = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

èìååò ìåñòî (à). Â ñèëó (à) ïðåäïîñûëêà óòâåðæäåíèÿ (á) âûïîëíèìà. Â êà÷åñòâå

c ìîæíî âûáðàòü ñòîëáöû ij ïðè j = 1¾n è òàêèì îáðàçîì ðàññ÷èòàòü êàæäûé
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ñòîëáåö ìàòðèöû A�1
. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû âñå ðåøåíèÿ Bx = c, â ò.÷. è íàéäåí-

íûå ñòîëáöû, ïîëóïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, B íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, ìàòðèöà B â óðàâíåíèè Bx = c íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà x ïîëóïîëîæèòåëåí ïðè ëþáûõ c.

Ò å î ð åìà  3 .  (à) Ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìàÿ ìàòðèöà âèäà

(A+rD); (á) Ïðè ëþáîì r, ïðè êîòîðîì (A+rD) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, ýëåìåí-

òû âåêòîðà x(n) íå óáûâàþò ñ ðîñòîì r.

Ä î êà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, îòëè÷àþùåéñÿ îò ðà-

íåå ðåø¸ííîé ñèñòåìû åäèíñòâåííûì ñòîëáöîì, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå

kj = 
xj

1+rλj
 ; (2)

km = xm � kj ⋅ rλj ,  m ≠ j, (3)

ãäå kj � ïåðåìåííûå íîâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, λj � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

âåêòîðà, ïðèáàâëåííîãî ê j-ìó ñòîëáöó èñõîäíîé ìàòðèöû, ïî å¸ ñòîëáöàì. Èñ-

ïîëüçóÿ (2, 3), ìîæíî ïîñòðîèòü ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé

óðàâíåíèÿ (A+rD) x(n) = c. Ïðåäñòàâèì (A+rD) â ôîðìå A(n). Òîãäà

x(j)j = 
x(j�1)j

1+rλ(j, j)
 ; (4)

x(j)m = x(j�1)m � rλ(j, m) x(j)j,  m ≠ j, (5)

ãäå x(j)m îçíà÷àåò m-é ýëåìåíò âåêòîðà x(j).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 âåêòîð x, â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîé îáðàòèìîñòè A è

íåîòðèöàòåëüíîñòè c, ïîëóïîëîæèòåëåí. Âåëè÷èíû λ(1, m), à çíà÷èò, è rλ(1, m),

çàâåäîìî íåïîëîæèòåëüíû âñëåäñòâèå òîé æå òåîðåìû 2, ò.ê. îíè ñóòü ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Aλ = dj, ãäå λ = (λ(1, m)), à dj íåïîëîæèòåëåí. Òàêèì îáðàçîì:
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x(1)1 íåîòðèöàòåëåí è íå óáûâàåò ïî êðàéíåé ìåðå ïðè âñåõ r, ïðè êîòî-

ðûõ rλ(j, m) > �1;

x(1)m (m ≠ 1) íåîòðèöàòåëüíû è íå óáûâàþò, ïîêà íåîòðèöàòåëåí x(1)1, ò.ê.

â ýòîì ñëó÷àå îáà åãî ñëàãàåìûõ íåîòðèöàòåëüíû.

Âñåãäà ìîæíî óêàçàòü òàêèå äîñòàòî÷íî ìàëûå r, ïðè êîòîðûõ A(1) íåîò-

ðèöàòåëüíî îáðàòèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòèõ r (åñëè, ðàçóìååòñÿ, â ìàòðèöå

áîëåå îäíîãî ñòîëáöà) λ(2, m) íåïîëîæèòåëüíû, è äàëåå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äî-

êàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå r, ïðè êîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà ìàòðèöà

A(2), è íåóáûâàíèå ýëåìåíòîâ âåêòîðà x(2). Ïî äîñòèæåíèè A(n) òåîðåìà ïîëíî-

ñòüþ äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å  1 .  Åñëè (A + rD) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, òî (A + r1D)

íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà ïðè ëþáîì r1  r, ïðè÷¸ì çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ

(A + r1D)
�1

 îêàæóòñÿ íå ìåíåå çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ A�1
 è íå áî-

ëåå çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ (A + rD)
�1

.

Ñ ë å ä ñ ò â è å  2 .  Åñëè ïðè íåêîòîðîì r (A + rD) íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöà-

òåëüíî îáðàòèìîé, òî ïðè ëþáîì r1  r (A + r1D) òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöà-

òåëüíî îáðàòèìîé.

Ñë å ä ñ ò â è å  3 .  Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìàÿ A1 ïîëó÷åíà èç A ïó-

ò¸ì âû÷èòàíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà èç íåêîòîðîãî å¸ ýëåìåíòà. Òîãäà èç

A1x1 = c è Ax = c ñëåäóåò x1  x.

Ñ ë å ä ñ ò â è å  4 .  Åñëè (A + rD) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, òî A(j) íåîòðè-

öàòåëüíî îáðàòèìà ïðè ëþáîì j.
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Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ïðè âñåõ r, ïðè êîòîðûõ (A + rD) íåîòðèöàòåëüíî

îáðàòèìà, çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ x(j) íèêîãäà íå ïðåâûøàþò çíà÷åíèé ñîîòâåòñò-

âóþùèõ ýëåìåíòîâ x(j+1). Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ x(j) çàêëþ÷åíû

ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ âåêòîðîâ x è x(n).

Ò å î ð åìà  4 .  Åñëè (A+rD) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, òî

|det(A)|  |det(A+rD)|.

Ä î êà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ïðåäñòàâèì (A+rD) â ôîðìå A(n). Ïîñêîëüêó A(j)

îáðàòèìà (ñëåäñòâèå 4 èç òåîðåìû 3), ïðèáàâëåíèå ñòîëáöà ê ëþáîìó å¸ ñòîëáöó

(ò.å. ïåðåõîä îò A(j) ê) ñóòü ïðèáàâëåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ A(j). Íî

ïðèáàâëåíèå ê äàííîìó ñòîëáöó ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äðóãèõ íå âëèÿåò íà îïðå-

äåëèòåëü. Ïîýòîìó, ÷òîáû âû÷èñëèòü det(A(j+1)), äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ïðèáàâ-

ëÿåìûé ñòîëáåö ïî ñòîëáöàì ñòàðîãî îïðåäåëèòåëÿ è, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì

âûíîñà îáùåãî ìíîæèòåëÿ ñòîëáöà çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ, óìíîæèòü ñòàðûé îï-

ðåäåëèòåëü íà λ(j+1, j+1). Ïîýòîìó, çíàÿ det(A), ìîæíî îïðåäåëèòü det(A(n)) ïî

ôîðìóëå

det(A(n)) = det(A) × ∏
j=1

n

(1+rλ(j, j)). (6)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A(j) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà (ñëåäñòâèå 4 èç òåîðåìû 3),

1  (1+rλ(j, j)) > 0 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3), ñëåäîâàòåëüíî,

|det(A)|  |det(A+rD)|. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å .  f(r) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ãëàäêîé è íå âîçðàñòàåò.
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Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Íåïðåðûâíîñòü è ãëàäêîñòü ïðÿìî ñëåäóþò èç ôîð-

ìóëû (6), îñòà¸òñÿ äîêàçàòü íåâîçðàñòàíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

åñëè  r1 < r, f(0)  f(r1)  f(r).  Íî f(0)  f(r1) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðå-

ìû 4, à f(r1)  f(r) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ìû ïðåäñòàâèì (A+rD) êàê

(A + r1D) + (r � r1)D,

ò.å. êàê íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìóþ ìàòðèöó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñóììó íå-

îòðèöàòåëüíî îáðàòèìîé è íåïîëîæèòåëüíîé.

Ò å î ð åìà  5 .  Åñëè f(r) ïîñòîÿííà â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî r, òî îíà îï-

ðåäåëåíà è ïîñòîÿííà ïðè r ∈  [0; +∞].

Ë åììà .  Åñëè f(r) ïîñòîÿííà â îêðåñòíîñòè r1, òî â dj = Ax xj = 0 äëÿ

ëþáîãî j (xj � j-é ýëåìåíò âåêòîðà x).

Ä î êà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: xj ≠ 0. Ïîñêîëüêó ïåðåñòà-

íîâêà ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ âëèÿåò òîëüêî íà åãî çíàê, îíà íå âëèÿåò íà çíà÷å-

íèå f(r) íà âñåé îáëàñòè å¸ îïðåäåëåíèÿ. Ïîìåíÿåì ìåñòàìè 1-é è j-é ñòîëáöû

îïðåäåëèòåëÿ, òîãäà èç x1 ≠ 0, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (6), ïîëó÷àåì, ÷òî f(r) óáûâàåò

â îêðåñòíîñòè r: ïåðâûé ìíîæèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäà ìåíüøå 1, ò.ê.

x1 = λ(1, 1) < 0, îñòàëüíûå íå áîëüøå 1. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîñûëêå ëåììû.

Ñëåäîâàòåëüíî, xj = 0.

Ä î êà ç à ò å ë ü ñ ò â î  ò å î ð åìû  5 .  Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî åñëè f(r) íå

óáûâàåò â îêðåñòíîñòè õîòÿ áû îäíîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî ïðèáàâëåíèå

ìàòðèöû rD ê ìàòðèöå A ñóòü ïðèáàâëåíèå ê êàæäîìó ñòîëáöó A ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè äðóãèõ å¸ ñòîëáöîâ, à ýòà îïåðàöèÿ íå ìîæåò èçìåíèòü âåëè÷èíó îïðå-

äåëèòåëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(r) = det(A) ïðè r ∈  [0; +∞]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñë å ä ñ ò â è å .  Åñëè f(r) óáûâàåò ïðè íåêîòîðîì r, òî îíà óáûâàåò ïðè ëþ-

áîì r.
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Ò å î ð åìà  6 .  Åñëè f(r) íå ïîñòîÿííà, òî (à) ñóùåñòâóåò çàìûêàíèå îáëàñ-
òè å¸ îïðåäåëåíèÿ [0; r0]; (á) f(r) íå îïðåäåëåíà â r0; (â) lim

r→r0

 f(r) = 0.

Ä î êà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(r) è

ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèå 2 òåîðåìû 3, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè ñó-

ùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü r0 óðàâíåíèÿ det(A+rD) = 0, òî äëÿ

ëþáîãî r < r0 ìàòðèöà (A+rD) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà. Íî êàê ïîêàçàíî ïðè

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, (A+rD) íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, ïîêà ∀ j  rλ(j, j) > �

1; ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ôîðìóëû (6) ñëåäóåò, ÷òî ∃ j  rλ(j, j) = �1 îçíà÷àåò

det(A+rD) = 0, à ñëåäîâàòåëüíî, r = r0. Ïîñêîëüêó (A+r0D) íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöà-

òåëüíî îáðàòèìîé, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ f(r) â ýòîì ñëó÷àå � [0; r0[, à å¸ çàìûêà-

íèå � [0; r0]. Òåì ñàìûì äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ (à) è (á).

Â ïðåäåëàõ îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ f(r) ñîâïàäàåò ñ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé g(r) = |det(A+rD)|, îïðåäåë¸ííîé íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì (â) lim

 r→r0

 f(r) = g(r0) = 0.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ò å î ð åìà  7 .  Ïóñòü [0; r0[ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííî

óáûâàþùåé f(r), x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (A+rD)x = ii. Òîãäà: (à) åñëè ïðè íåêî-

òîðîì íåíóëåâîì r* âåêòîð x ñîäåðæèò íóëåâîé ýëåìåíò, òî ýòîò ýëåìåíò îñòà¸òñÿ

íóëåâûì íåçàâèñèìî îò r; (á) ëþáîé äðóãîé ýëåìåíò âåêòîðà x ñòðåìèòñÿ ê +∞

ïðè r→r0.

Ä î êà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ïóñòü xj � j-é ýëåìåíò âåêòîðà x, r1 < r*, r2 > r*.

Ïîñêîëüêó â (A+r*D)x = ii xj = 0, â (A+r1D)x = ii xj = 0, ò.ê. xj íåîòðèöàòåëåí è,

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 òåîðåìû 3, íå âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì r. Ïóñòü Ma, Md,

My � ìàòðèöû, îáðàçîâàííûå èç ìàòðèö A, D, (A+rD) ñîîòâåòñòâåííî ïóò¸ì âû-
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÷¸ðêèâàíèÿ èç êàæäîé i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà. Ïðè ëþáîì r < r* det(My) = 0,

ïîñêîëüêó xj = 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(r) = det(My) = det(Ma+ rMd).

Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n�1. Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåî-

ðåìå àëãåáðû, åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà âûøå 0, îí ìîæåò èìåòü íå áîëåå n�1 íó-

ëåé. Íî g(r) èìååò áîëüøå íóëåé, ñëåäîâàòåëüíî, å¸ ïîðÿäîê ðàâåí 0, à îíà ñàìà

òîæäåñòâåííî ðàâíà 0. Ïîýòîìó xj = 0 ïðè ëþáîì r. Òåì ñàìûì äîêàçàíî óòâåð-

æäåíèå (à).

Åñëè â ôîðìóëå (4) x(j)j ≠ 0, òî  x(j�1)j ≠ 0 ïðè ëþáîì r0 ∈  [0; r0[ âñëåäñò-

âèå óòâåðæäåíèÿ (à); çíà÷èò, ïðè rλ(j, j) → �1 x(j)j → +∞, à âñëåä çà íèì, â ñèëó

(5), x(j)m → +∞, ÷òî ïðèâîäèò ê x(n)j → +∞, x(n)m → +∞, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå (á)

âåðíî. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ò å î ð åìà  8 .  Åñëè [0; r0[ ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííî óáû-

âàþùåé f(r), à rang(A+r1D) = n�1, òî óðàâíåíèå (A+r0D)y = 0 èìååò ðåøåíèÿ,

ïðè÷¸ì âñå óäîâëåòâîðÿþùèå åìó y ïîëóîòðèöàòåëüíû ëèáî ïîëóïîëîæèòåëüíû.

Äî êà ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèå Y = (A+r0D). Âûáåðåì â Y i-þ

ñòðîêó, ëèíåéíî çàâèñèìóþ îò äðóãèõ å¸ ñòðîê, è ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé Xx = ii, ãäå X = (A+rD), r ∈  [0; r0[. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî

òåîðåìå 7, ïðè r → r0 âåêòîð x îñòà¸òñÿ ïîëóïîëîæèòåëüíûì; ñîãëàñíî òåîðåìå 1,

lim
V→Y

 x = cy, ãäå c � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð y

èëè íåïîëîæèòåëåí, èëè íåîòðèöàòåëåí, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà c. Òåîðåìà äîêà-

çàíà.

Âñëåäñòâèå òåîðåìû 7 lim
V→Y

 c = ∞.


